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文章 编号 :1005-3085(2011)01-0055-06 


由 单个 状态 生成 的 有 限 自动 机 的 一 些 性 质 * 


3 PRO AGAS 邓 培 民 !， 易 GS 
(1- 广西 师范 大 学 数学 科学 学 院 ， 桂 林 541004; 2- 毕节 学 院 数学 系 ， 贵 州 毕节 551700) 


摘 要: 本 文 研究 了 由 单个 状态 生成 的 有 限 自动 机 的 弱 可 逆 性 及 分 解 ， 得 出 了 由 单个 状态 生成 的 有 限 自 动 
机 弱 可 逆 的 充分 必要 条 件 ， 证 明了 由 单个 状态 生成 的 延迟 了 步 弱 可 逆 有 限 自 动机 AM 能 分 解 为 一 
个 延迟 0 步 弱 可 逆 有 限 自动 机 和 一 个 + 阶 延迟 元 的 充 要 条 件 是 M 的 生成 子 的 7 长 输出 权 为 1. 

关键 词 : 线性 有 限 自 动机 ; 可 逆 ; A A: 分 解 

分 类 号 : AMS(2000) 11B85 中 图 分 类 号 : TP301.1 文献 标识 码 : A 


有 限 自 动机 是 研究 离散 数字 系统 的 功能 、 结 构 及 两 者 关系 的 数学 理论 ， 它 作为 一 种 工具 有 
着 广泛 的 应 用 ， 八 十 年 代 ， 我 国 著名 学 者 陶 仁 蓝 先生 提出 了 一 种 基于 有 限 自 动机 的 公 钥 密 码 体 
制 和 数字 签名 ， 显 示 了 有 限 自动 机 在 通信 和 领域 的 重要 作用 . 这 一 体制 的 提出 刺激 了 有 限 自动 
机 可 逆 性 和 有 限 自 动机 的 化 合 与 分 解 的 研究 17. 一般 地 ， 一 个 有 限 自动 机 总 可 以 分 解 为 有 限 
个 由 单个 状态 生成 的 有 限 自动 机 的 并 ， 文 献 [8} 主要 讨论 了 由 单个 状态 生成 的 状态 自动 机 的 性 
质 ， 文 献 g 充分 说 明了 由 零 状 态 生 成 的 有 限 自 动机 对 一 般 线性 有 限 自 动机 弱 可 逆 性 的 研究 有 
很 大 的 作用 ， 这 在 一 定 程 度 上 显示 了 研究 由 单个 状态 生成 的 有 限 自 动机 的 意义 . 本文 研究 了 由 
单个 状态 生成 的 有 限 自 动机 的 可 逆 性 及 其 分 解 ， 得 出 了 由 单个 状态 生成 的 有 限 自 动机 的 可 道 性 
与 其 生成 子 的 关系 ， 以 及 由 单个 状态 生成 的 延迟 了 步 弱 可 逆 有 限 自 动机 可 分 解 出 7 阶 延迟 元 的 
充 要 条 件 . 这 对 研究 一 般 有 限 自动 机 的 可 逆 性 和 一 般 延 迟 r 步 弱 可 逆 有 限 自 动机 的 分 解 是 有 意 
义 的 . 

以 下 未 写 出 的 概念 和 记号 可 参考 文献 [9,10]. 


2 mt 


定义 1 称 有 限 自动 机 M=(X,Y,S,6, 入 ) 为 由 单个 状态 生成 的 有 限 自 动机 ， 如 果 存 在 so € 
SS， 对 任何 se S. fffEo € X*， 使 得 9 = 6(soa)， 即 3 = (ó(so,o)|o € X*Y. 这 时 
称 so 为 M HERT. 显然 ， 强 连通 有 限 自动 机 为 由 单个 状态 生成 的 有 限 自动 机 . 

定理 1 设 M=(X,Y,5,6, 入 ) 是 一 个 有 限 自动 机 ，so < S, HM 由 so 生成， 则 M 是 弱 可 逆 
的 当 且 仅 当 so 是 弱 可 逆 的 . 

推论 1 设 M = (X,Y,5,6, 入 ) 是 一 个 有 限 自动 机 ，B 为 5S 的 反 向 底 ， 则 MM 是 弱 可 北 的 当 且 
仅 当 妃 中 的 状态 都 弱 可 道 . 
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定义 2 M -—(X,Y,$,5,)), M' = (Y,X,S',6', 和 是 有限 自动 机 ， 对 s € 5， 若 存在 s' € 
S'， 使 得 对 任何 a c X”, fi A(s,A(s,o)) = aoas RF Jal = r， 则 称 s' 为 s 的 延迟 7 步 弱 
3. 对 s' e 3S'， 若 存在 se sS, WE s 是 s 的 延迟 7 步 弱 逆 ， 则 称 * AER T a. 

命题 1 设 M = (X,Y,5,6, 和 ) M' = (Y,X,S',6', 入 ) 是 有 限 自动 机 ，s? € 5S’ 是 so e 5 的 
延迟 了 步 弱 道 ， 则 对 任意 的 a e X*. 8 (sh, A(so, o)) 为 6(so, o) RIER r 27 893. 

推论 2 UM = (X,Y,5,6, 入 ) 由 状态 so ÆR M M. 延迟 r 步 弱 可 道 当 且 仅 当 存 在 由 单个 状 
态 生 成 的 有 限 自动 机 为 M 的 延迟 r 步 弱 逆 . 

由 文献 [10]，M = (X,Y, S, ð, 和) 延迟 r 步 弱 可 首 当 且 仅 当 存在 一 个 有 限 自动 机 为 M 的 延 
JR r2b8935. MAT so c S, BHE so 延迟 > 步 弱 可 道 ， 但 不 一 定 存在 so DURER 7 2b 935, DRE 
由 so 生成 的 M 的 子 有 限 自动 机 延迟 7t 步 弱 可 逆 ， 即 下 面 的 推论 . 

推论 3 WM = (X,Y,5,6, 入 ) 为 有 限 自动 机 ，so € S， 则 so 存在 延迟 7 步 弱 逆 当 且 仅 当 
由 so 生成 的 M 的 子 有 限 自动 机 Mi XR. 7 25 9 n] 3S. 

下 面 对 由 单个 状态 生成 的 线性 有 限 自 动机 可 首 性 进行 讨论 . 

定理 2 WM = (X,Y,5,9,2) fl M! = (Y,X,5S',6', 入 ) 都 是 由 零 状 态 生 成 的 线性 有 限 自 
动机 ，M' 是 M 的 延迟 t+ 步 弱 逆 ， 则 s'€ 5' 是 9x 的 延迟 + 步 弱 逆 当 且 仅 当 G'(z)s' = 0， 其 
中 CG(2) 为 MI 的 自由 响应 矩阵 ，bw 表示 M 的 零 状态 . 

证 明 记 M 和 M' 的 传输 函数 矩阵 分 别 为 吾 (z) 0 H'(z). 由 文献 [3]， 有 H'(z)H(z) = 
z"T， 了 为 单位 矩阵 . 

必要 性 AA s Æ Om 的 延迟 7 步 弱 逆 ， 故 对 任意 的 a e X". 8A(s,A(04,o)) = aga; 
其 中 ao € X". WG'(z)s' + H'(z)H(z)X(z) = Xao(z) - 7 X(z» HP X(z), Xa,G) 229 
Ao, ao 的 生成 函数 ， 而 M' 是 M I RSER rb 9935, ERAI H'(z)H(z) = z"I， 从 而 G'(z)s' = 
Xao(z). 另 一 方面 ，M' 由 零 状 态 Ono 生成， 可 设 s' = (05,8), BEX, k>0, W 


NOM', B)A (S, AOM, 0)) = N (0m, B)A (E (0m, 8), A(Om, a)) 
= X (0m, LAm, 0)) = A (6, Jaa, 
Rp 
G'(z)0y: + H'(z)(Xa(z) + zH(z)X(2)) 


= G'(z)8yw + H'(2)Xg(2) + z^ as (2) + z^ X (2), 


H'(z)Xg(z) + ze H'(z)H(z)X(z) = H'(z)Xg(z) + z^ Xas(z) + 2*7 X(z), 


其 中 Xa(z) 是 68 的 生成 函数 ， 从 而 z*Xa6(z) = 0， 所 以 G'(z)s' = Xa (z) = 0. 
充分 性 设 s' e5' 满 足 G'(z)s' = 0， 则 对 任意 的 a c X“， 入 '(s', A 0m, a)) 的 生成 函数 为 


G'(z)s' + H'(2)(G(2)60 + H(z)X(z)) = G'(z)s' + H'(z) H(z)X(2) = z' X(2), 


LA(S, (814, 0)) = aoa， 其 中 ao 为 长 零 序列 . 所 以 % 是 gxr 的 延迟 7 步 弱 道 . 
由 此 可 知 ， 这 时 M 的 零 状态 9m 是 gx 的 延迟 7 步 弱 逆 ， 但 9x 的 延迟 7 步 弱 逆 可 能 不 只 
是 0m. 
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命题 2 WM = (X,Y,5,6, 入 ) 是 由 零 状态 生成 的 线性 有 限 自动 机 ， 则 M' = (Y, X, S", 入) 
是 M 的 延迟 7 步 弱 递 当 且 仪 当 存 在 s'€ S'， 使 得 对 任意 的 a € X%，X(s’, 和 (6m,0)) = aoa; 
其 中 gw 是 M 的 零 状 态 ，|ao| = T. 

证 明 只 证 充分 性 . 对 任意 的 se S, a c X2， 因 为 1 由 堆 状 态 生 成 ， 所 以 必 存 在 Be 
X*， 使 得 s = lm, b). WAC, a) = AGOM, p) a) 而 


OM, B)A(s, o) = MOM, BJAO m, B), a) = AOm, Ba), 
由 条 件 存在 se S'， 使 得 入 (s', 和 (9m, Ba)) = aopa, |ao| =7， 即 
A'(s', MOm, Bo)) = 入 (3 Mbm,B)XMs, 0)) 
= NX(s',A(Om, 8))A (0'(s', AOM, 8)), (s, a)) = aopa = a'oga, 
Hp lo^] = |8|， 那 么 |ab| = r>， 从 而 存在 状态 6" (s, A04, 8))， 使 得 
入 (5 (s 和 A(gMD))) As, 0)) = aa, lao] 7 7. 


由 s 的 任意 性 知 M' 是 M 的 延迟 了 步 弱 逆 . 
命题 3 M = (已 肪 906 和) 是 由 零 状 态 生成 的 线性 有 限 自动 机 ，Wh' = (Y, X,8',0*, A") 是 线 
性 有 限 自 动机 ， 且 满足 对 任意 的 s' eS, 8eX*. tiiEsu e 5'， 使 得 


5 = ó'(sp, A(8w, B), 
则 AM“ 是 M 的 延迟 r 步 逆 当 且 仅 当 对 任意 的 se 5', a e XY, FE ao e X", 188 


NMN(s’, A(0m, a)) = aoa. 


3 分 解 


iMi LI (X,Y, $1,061,030); M» 二 (Y, Z, S2, 62, 39) 是 有 限 自 动机 ， M; 与 Mə 的 合成 (或 化 
合 ) XU C(Mi, M3) = (X, Z, Sı x $5,0,2), AP 


ó((81, $2), x) = (à1(51, 2),02(82, 1(51, 2))), 
A((s1, $2), x) = Aa(s2, Ai(s1, x)), (81, 82) € Sx S5, rcx. 


也 记 为 Mi o M». 

弱 可 逆 有 限 自 动机 MM 简 记 为 WIFA M. 称 WIFA M 是 可 分 解 的 ， 如 果 存 在 两 个 WIFA 
Mi 和 AM2， 使 得 M < Mio Mo. 

定义 3 山 ” 称 有 限 自动 机 M = (X,X,X,6,3) 为 一 个 延迟 元 ， 其 中 


lz, x) =x, A(mz)-z, Yr, T eX, 


WA Ma. TA Ma 的 合成 记 为 Wra， 并 称 之 为 > 阶 延 迟 元 . 
沿用 文献 [1,2] 的 记号 ， 对 有 限 自动 机 M = (X,Y, 9,5, A) X M 的 任 一 状态 s 及 正 整 数 7， 
以 下 令 
WM = (A(s,z9,-:- Z1) | 9, ;Zr1€ X}, 
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称 为 s Bd rff. 称 


wM 和 wrm = min |W] 
? seS 


为 s 的 长 + 输出 权 及 M 的 长 > 极 小 输出 权 . 
设 M = (X,Y, 5S,6, 入 ) 是 一 个 有 限 自动 机 ，s € S$, ye Y, jiEX 


Out(s) = (A(s,z)| ve X), d(s) = |Out(s)], 
S(s, y) = (te S|3v € X, s.t. £—ó(s, x) and A(s,x) = y). 


命题 4 WM = (X,Y,5,6, 入 为 由 so € 5S 生成 的 严格 延迟 1 步 WIFA，|X| = |Y], HX 
何 s e S，d(so) € d(s)， 则 MM 的 所 有 状态 的 延迟 步 数 都 为 1. 

证 明 设 |X|=|Y|=n， 因 为 M 是 严格 延迟 1 步 弱 可 逆 的 ， 所 以 对 任意 的 s€ S，delay(s) 
< 1 (delay(s) 表 示 s 的 延迟 步 数 [2). 由 于 d(so) 最 小 ， 故 d(so) < n. 否则 由 文献 [和约 的 定 
理 2， 对 任意 的 s€ S, d(s' = d(so) = n， 由 于 |X| = |Y| = n， 故 对 任意 的 s'€ S, 
3 A(s'x)-—A(sy)p zx,ye€X. Wz-y. AM s 延迟 0 步 弱 可 逆 ， 这 与 M 严格 延迟 1 步 弱 可 
逆 矛 盾 ， 从 而 d(s) = d(so) < n，s 不 延迟 0 步 弱 可 逆 ， 故 s 延 迟 1 步 弱 可 道 ，delay(s) = 1. 

命题 5 WM = (X,Y,5S,6, 入 为 由 so € 5 生成 的 严格 延迟 1 步 WIFA，|X| = |Y| 为 素数 ， 
且 对 任意 s € S，d(so) x d(s)， 则 对 任意 s € S，d(s) 21. 设 z1,… ,zn 是 和 上 的 一 个 排列 ， 
则 对 任意 s € S，Owt(6(s, 21)),… ,Out(6(s, zn)) 是 YY 上 的 一 个 排列 . 

定理 3 EM = (X,Y,5,6, 入 为 由 so € 5 生成 的 严格 延迟 1 步 WIFA，|X| 为 素数 ， 且 对 任 
何 se S，d(so) < d(s)， 则 存在 延迟 0 步 WIFA Mo, 使 得 M < Mo o Ma. 

证 明 由 命题 5， 对 任意 的 se 5S5，d(s) = 1， 即 对 任意 的 x, zx €E X. HA(sr)-A(sz). 
如 文献 [1 构造 有 限 自动 机 Mo = (X, X, S, ĝo, ào) $E 


óo(s,z) = ó(s,z), Aols, z) = A(b(s,7)), Vse€S, rex. 


Mo 是 一 个 延迟 0 步 弱 可 逆 有 限 自动 机 . 容易 证 明 M < Mo o Ma. 

命题 6 XM = (X,Y,5,6, 和 ) 为 由 so € 5 生成 的 延迟 7 步 WIFA, |X| = |Y| = m 
Ju WM. | = wn m 当 且 仅 当 对 任何 s, s e S, | WM| = WM]. 

证 明 只 证 必要 性 . 对 任意 的 se 5， 设 s = 6(s0,Q)， 由 于 |WM | = wr,mM， 由 文献 [1]] 命 
H2, IW = wr,m， 故 对 任意 的 s, s € S, WM] = IW. 

由 文献 [2] 定理 3 及 命题 6 可 得 . 

定理 4 WM = (X,Y5,6, 和 为 由 so € 5 生成 的 延迟 + 步 WIFA, |X| = Y| 2n > 1， 
则 M 可 分 解 为 一 个 延迟 0 步 WIFA 和 一 个 + 阶 延 迟 元 当 且 仅 当 |WAM,| = 1. 

推论 4 WM = (X,Y, 5S,6, 入 为 由 零 状 态 生 成 的 延迟 7+ 步 弱 可 逆 线 性 有 限 自 动机 ， 且 对 任 
意 s € S57 = {lm ala € XE, k2 7T), A(s,0) —0, Bl M 不 能 分 解 为 一 个 延迟 0 步 WIFA 和 
一 个 + 阶 延 迟 元 . 

证 明 设 M = (X,Y,5,6, 入 ) 是 由 零 状态 生成 的 延迟 7 步 弱 可 道 线性 有 限 自 动机 ， 若 作 能 
分 解 为 一 个 延迟 0 步 WIFA 和 一 个 + 阶 延 迟 元 ， 由 定理 4， 有 |W 光 ,| = 1， 即 对 任意 ,az € 
X", aj £ a2; A(0y,01) = AOM, 02); 由 条 件 知 A(0m, 910°) = A(0 M, 020°). id 010", a30^ 
的 生成 函数 分 别 为 Xi(z)，Xa(z)，M 的 传输 函数 矩阵 为 H(z)， 则 H(z)Xi(z) = H(z)Xa(z). 
BI H(z)[Xi(z) — X2(z)] = 0， 由 文献 [11] 的 定理 1 知 Xi(z) — Xo(z) = 0, BI Xi(z) = X2(z)， 
故 Qa10” = as0”， 即 al = og. 这 与 al as 了 矛盾. 所 以 命题 成 立 . 
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l, 


推论 5 WM = (X,Y, 9,8, A) X Hi so € 3 生成 的 严格 延迟 1 步 WIFA，|X| = ]Y| 2 n > 
[Wi | = ui, UJ M 不 可 分 解 为 一 个 延迟 0 步 WIFA 和 一 个 1 阶 延迟 元 当 且 仅 当 nn 为 合 数 


Hw m 1. 


例 1 X M =(X,Y,9,5,A) EPX =Y = {a,b,c,d,e, f); S = (5,52 6 和 入 定义 如 下 : 


ô(s1,a) = s1, 和 (sl,a) = ai 0(s2,a) = s1, A(s2,a) = d; 
(s1, b) = s2, A(s1,b) = a; ó(s2,b) = s2,  A(82,b) = d; 
6(sl,c) = S1, A(sı, c) = b; ó(s3,c) = s1, 和 (sz,c) = €; 
ô(s1, d) = S2, A(sı, d) = b; ó(s2,d) = s2, A(s2,d) = e; 
(s1, e) = s1, A(s1,€6) =G; ô(s2,€) = 51, A(s2,€)= f; 
0(51,f) 732; Msuf)-6 8ls2, f) = s2, A(s2, f) = f. 


2 ^l, M 为 由 单个 状态 生成 的 有 限 自 动机 ，sl, sa 都 是 M 的 生成 子 . 易 证 M 分 解 不 出 延迟 


元 ， 


这 再 一 次 否定 了 文献 种 提出 的 公开 问题 : 严格 延迟 r 步 弱 可 逆 且 每 个 状态 的 延迟 步 数 均 


为 + 的 nn 元 WIFA M 是 否 一 定 可 分 解 出 延迟 元 ? 
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Some Characteristics of Finite Automata Generated by Single State 
HUANG Fei-dan^?, MENG Chun-feng!, DENG Pei-min!, YI Zhong! 


(1- College of Mathematical Science, Guangxi Normal University, Guilin 541004; 
2- Department of Mathematics, Bijie College, Bijie, Guizhou 551700) 


Abstract: This paper investigates the weakly invertible and decomposable properties of the finite 
automata generated by a single state. To prove whether a finite automation generated by a single 
state is weakly invertible, some necessary and sufficient conditions are shown. Moreover, for a weakly 
invertible finite automation (WIFA for short) M with delay r generated by a single state, M can be 
decomposed into a WIFA with delay 0 and a T-order unit if and only if the r-output weight of the 
generator of M is 1. 
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